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Rotaciones

Sea v € R? | I',,, ortogonal. I'z lo que hace es tener las nuevas coordenadas en un sistema
rotado. A,, simétrica, entonces

A =TATT
A% = TA°TT
Al =1rATT

p
tra(A) = Z i
i=1
p
|A| = H Ai
i=1
I' = diag(A1, ..., Ap)

Sea X = (X1,...,X,)T con X ~ (i, X) entonces

E(X) = (E(X1),...,B(X,)T

=p
Var(X) = Cov(X, X)
=Y
OX\ X, --- OXX,
Y
TXXa e TXX, )
Px1x1 -+ PX1Xp
p— . .
PXpX1 - PXpXp oxp
Cov(X;X;)
px.x; = ————

VIX: X 0X;X;
Oij = 0X;X;

2
0, = 0X;X;

COV(X1X1> = O'g(i

Suponga que se tienen n realizaciones de X, y se tiene la matriz de datos

T11 T1j T1p
anp = T Tij Lip
Tni Lnj Tnp
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T = (Tit, .., Tijy o, Tip)T ER® 1 =1,2,...,n > p es la i-esima observacion
zi) = (T1j, s Tijy oo, )t €R™ 5 =1,2,...,pes la observacion de X;
RS
T=—) z
i3
Z1
= | z;
Tp
L r
=-X"1, Xoxp
n
1
Ti=—) x;
iT - j
1
1, =|:
1
nx1
1 n
S=- i — ) — )T estimador sesgado
- ;(x z)(z; — ) imador sesg
L -
=-X'X —zx
n
1 1
== (XTX — —XT1n1£X>
n n
1 1
=7 (zn - —LJZ) X
n n
1
= —XTHX H simétrica e idempotente
n
S, = i 18 estimador insesgado
n —_—

1
S=-XTx —zz"
n

1
= - XTHXx
n

1
H=1,— 1,1

n
R=D7'2SD™* D =diag(Sx.x,)

Transformaciones Lineales X = (Xj,..., X))
L Xoxp Agxp

Ynxqg = x A"
= <y17 s 7yn)T

Y|

fila y; = (Yi1,---,¥iq) € R? i esima observacién de y,«1 = AX
AS, ST

2. Mahalanobis

Kl
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Sea z; = S™V2(z; — 7 i=1,...,n,luego Z = (21,...,2,) Z=0 S,

n

Sx;x, = — Y (xij — T;) (2, — T TX;X), = ==
k n ZZI J J k /SXij SXka
X1 X1 - TXpXp SX1X1 - SXlXp
R = : S = :
rXpX1 ’I“XPXP SXpX1 SXPXP
pXp
1
Sx,x, 0 Sexl 0
D = : " : D' = : . :
1
0 SXPXP 0 S
1 0
\/Sx1x,
D2 = :
0 1
\/Sxpxp
Z(acZ —I)= §>0 semidefinida positiva
i=1
T 7 : . .
S=-X"HX S>0 semidefinida positiva
n
1
= —X"HHX
n
1
= XT"H"HX  y=HX
n
1
=—y'y>0
n
_ 1
Yy=—-
n

Distribucion Normal Multivariada

Sea X ~ N,(u, X) si f(z) = ’27TE|—1/26[—%($—M)T2’1(:v—u)}

E(X)=pu Var(X) =%
Sea X ~ N,(u, %) siy =S7V2(x — ), luego Y ~ N, (0, 1) donde

1 ... 0
1=
0 ... 1

B(Y) = E(37(X - )
=S 2 E—y]
=22 (- )

Var(Y) = (£772)" Var(X)2 /2
— y-1/2yy-1/2
=1
X=x"1yv4pu T1=x712
X —p=x"1?y
(z = 1)'S7 (@ — ) = (B72y) "7 (ET)
=y'y
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fly) = (27r)’p/2e’%yTy, por lo tanto Y ~ N,(0,I) &
Si Apxp CCcRr  Y=AX+C
X ~ N,y(p,2) luego Y ~ N,(Au + C, ATS A)

Teorema 1

SiX ~Ny(,2) = u= (X —p)' 57X —p) ~ &2

Distribucién de Wishart
Sea Xy, matriz de datos de X ~ N,(0,%), luego M = XTX ~ W,(%,n)

Nota 2
Sea X, x, de X ~ N,(0,%), S matriz de covarianza muestral, entonces:
i nS=XTHX ~W,(X,n—1)

ii. z, S son independientes

Distribucién 77 de Hotelling
Sea Y ~ N, (0, I) independientes de M ~ W,(I,n), luego ny" M=ty ~ T?(p,n)

Teorema 3

Sea X ~ N,(u, %) independientes de M ~ W, (¥, n) entonces

n(X — )" MY (X — p) ~ T*(p,n)

Corolario 4

Sea X ~ N,(u, %) entonces (n—1)(z — p)'S ™z — p) = n(z — ) 'S, (2 —p) ~ T*(p,n—1)
n
donde Su = ms

Corolario 5
Sea T?(p.n) = b

—F
n_p+1 p,n—p+1

Analisis Factorial

Sea X = (X1, Xa,...,X,)" ~ (1, 2) se tienen n-observaciones formando x.

El analisis factorial asume que hay un modelo que explica la covarianza de X, Xs,..., X,
mediante k < p factores latentes.

Sea X = QF + p con Xpu1, Qpxks tpx1 ¥ Fix1 = (F1, Fa, ..., Fy)T

E(F)=0 Var(F) = I

En la practica X = QF + U + u
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Modelo Factorial Ortogonal

Sea X = QF + U + p con Qpuis Fix1, Upx1 ¥ tpx1

Q es la matriz de cargas de los factores comunes F (no aleatorio)
U matriz (aleatoria) de factores especificos

Se asume que con i # j

E(F)=0 Var(F)=1I, EBU)=0 Cov(U,U;)=0  Cov(F,U)=0

p; media de X con j=1,...,p

U, j-esimo factor especifico

[} l-esimo factor comin [ =1,...,p

g;i carga factorial de X; en F

Si Var(U) = VU donde ¥ = diag(Y11, - .-, Y1p)

k
X; =) auFi+ Ui+ u

=1
UXij = Var(Xj)

k

=> G+
=1
2

donde a h? se le llama comunalidad, y V¥,; es la varianza especifica.

Nota 6

Var(X) = QT Var(F)Q + Var(U)
Y = QTQ + VU donde ¥ tiene p variables y Q tiene k factores

Sxr = B[(X — p)(F —0)']
= E[(QF +U)F")
=QE(FF")+ E(UFT)
=QI;+0
=0

Invarianza de Escala X ~ (p,)
SiY = CX donde C = diag(cy,...,c,) con X = QxQ% + ¥y, luego
Var(Y) = CxC7

= 0QxQ% +CUxCT

= (0Qx)(CQx)" +CuxCT
En particular Y = D™'2(X — p1), en este caso queremos encontrar Qx, ¥y tal que

p=QyQy + ¥y
PXy = PYF
=Py

por invarianza Qy = D~Y2Qy y U x = D~1/2UD-1/2,

La No Unicidad de las Cargas Factoriales
Si X = QF + U + p es cierto, luego si G es ortogonal y X = (QG)(GTF) + U + p es cierto
X=QF"+U+u
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Nota 7

Sea ¥ = QQT + V¥ donde Q tiene pk pardmetros vy U tiene p pardmetros, ademds X tiene

p(p+1) ) )
2 ecuaciones en el sistema.

2
011 012 " O1p
> 021 022 °°° Og
pPXp —
Op1 Op2 "+ Opp

se utilizan las siguientes restricciones:
1. QTD7'Q es diagonal
2. QTU1(Q es diagonal
d:grados de libertad del sistema, con cualquiera de las restricciones:

p(p+1)
2

= = kP~ 5o+

k(k—1)

d= 9

— | (pk +p) —

Si d < 0 indeterminado (mds ecuaciones que incognitas)
Si d = 0 solucién tnica (excepto por rotacion)
Si d > 0 podemos encontrar soluciones (comun en la practica)

Ejemplo 8

Sip=6
k=1=—d=9>0
k=2=—d=4>0
k=3=—=d=0
k=4—d=-3<0

011 012 013
Y= |02 02 093
031 032 033

q11 Uy 0 0
=l | (g1 @ g1) | 0 T O
31 0 0 Wss

G+ quga q11931
= @1qu G+ V2 g
q314911 q31421 q§1 + W3

2 012013 2 012023 9 _ 013023
a1 = —— qa1 = 431 =
023 013 012
2 2 2
Vi =011 — qd11 Wag = 099 — do1 Vi = o33 — q31

Estimacion del Modelo

Con los datos X encontrar Q y U tal que S = QQT + ¥
Mas facil cuando usamos Y = HX DV/?
Sy = R matriz de correlaciones de X

Queremos R = Qy QT + Uy
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Método de Componentes Principales

Se comienza con aproximacion de (), sea Q

S = GLGT S es simétrica, donde £ = diag(ly,...,l,) y 1 > ... > I, autovalores de S con
autovectores g, ..., g, que forman G.

Considerando solamente los primeros k£ autovalores mas grandes y que sean positivos, se
aproxima

S =G LG
Ly = diag(ly,...,lx) vy G; tiene los respectivos autovectores, luego
Q=0GL"

= (\/l—lgla---v\/Egk)

U = diag(S — QQ")
k
Uy =s— > @
=1
Para evaluar la estimacién ver la matriz residual S = QQT + 0. Observemos que es diagonal
QQ" = (GLY)(GiLy?)

=G, Ly?Ly?Gt
=G L.G]

Método del Factor Principal

Se puede utilizar S(observado) o R(estimado).
1. Como estimar ¥ en el método del factor principal:

i. h?zcuadrado de coeficiente de correlacion multiple en la regresién de X; sobre el
resto de X’

ii. Con W ; =1— h3 se tiene que h? = Hllgx{m}

2. De R=QQT + ¥ luegoR—\i/:QQT
3. R— U es simétrica, R — ¥ = GLGT descomposicién espectral.

4. De L tomar los k autovalores mayores, digamos [; > ... > [ > 0 y formamos L1 y Gy
con los respectivos autovectores.

Luego Q= Qlﬁi/Q ie. g=vVlhgconl=1,...k

k
5. Construir ¥(nuevo) ¥,; =1 — Zq?l — U

=1

6. Se itera, comenzando en el paso 3 hasta que HQnH — QnH <€o0 \ifjj son estables

Método de Maxima Verosimilitud

Sea X, x, de X ~ N,(i,3). Recordar que

n

: __n 1 —1 T
(X1 p,5) = =5 In[2r%] — 5 ;(x — O (2 — p)
- —g In |27%| — gtra x-1S| - g(f — )X — )T
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EMV de pen X: I(X;u,%) = —%ln]QwE! - gtra|2715| sustituyendo ¥ = QQT + ¥
tenemos que

U5, Q) = =2 {In 2m(QQ” + )| + tral(QQ” + )]} (1)

Maximizando al derivar con respecto a Q y ¥, ademds con el supuesto de que QT V=1Q = D
es diagonal, se obtienen las siguientes ecuaciones:

¥ = diag(S — QQ")
(U12(S = DI (U72Q) = (§71°Q)D
QTU'Q=D

Algortimo 9
1. Partir de Q (puede usar factor principal), luego U= diag(S — QQT)
2. A (simétrica) donde:
A=T"12(5—0)p1/2
R N
3. Encontrar la descomposicién espectral de A, A = GLGT
donde £ = diag(ly,...,l,) donde l; > Iy > ... > [, con autovectores ¢i,...,g, de G.

Tomar los k autovalores mas grandes y positivos, i.e. [y > 1y > ... > [ > 0y se tiene
Ly =diag(ly, ..., 1) y sus respectivos autovectores en G;

4. Tomar Q = U2G, L2 y sustituir Q en (1), maximizar para U, iterar a partir de 2 hasta

la convergencia.

Prueba de Razon de Verosimilitud para el Niimero de Factores Co-
munes

Hy: X =QQ" + ¥
lenoAmodAelo factorial o )
Sean ¥ y () estimador de méaxima verosimilitud(EMV) con S = QQT + U, luego

“91n MV Ho —nln M
MVSR) S|

2
™ XL o=k +3 (p+k)

donde MV SR es la maxima verosimilitud sin restriccion.
(n—1)— (2p+ 4k +5)

6
(k5] (1007 + 9 2
S U Rl N TR R (s T

Método Varimax

La correccion de Bartletts reemplaza n por , ademas rechaza Hj si

I~
. . . 4 .
Estandarizar las cargas factoriales ¢: ¢;; = =—, queremos que V' sea méaxima
v
J

p 2
vey s (130)
j=1 j=1 j=1
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Estimaciéon de los Factores(Puntajes Factoriales)

1. Sea X — = QF + U donde U ~ N(0,9) vy X — p ~ N(QF, V)
F=(@Q"1'Q)'Q"u (X — p)
fi=@QTUTQ) QY (i — )

2. Sea X — ju= QF + U con F variable aletoria

E(FIX = 2) = QTS (X — )
fi = Q"8 (i = )

Analisis de Conglomerados

El objetivo es formar grupos que sean entre ellos (heterogéneos) y dentro de ellos (ho-
mogéneos).
Pasos para realizar el andlisis de conglomerados.

1. Seleccionar una medida de proximidad (similaridad), asi se conoce que tan cercanos
son dos unidades si sus valores estan cerca.
1 — l’;T = (l’il, Tioy e ,l’z‘p)
j — 2731 = (Ilfjl,fﬂjg, C.. >$jp)

2. Seleccionar algoritmo de agrupacion. Tal que las unidades dentro de los conglomera-
dos sean lo mas homogéneas posibles, y entre los grupos lo més heterogéneos posibles
(basados en la medida de la proximidad seleccionada).

Proximidad Entre Objetos

diin dig ... dip
dp1 dpa ... dpn

Similaridad Entre Objetos en Estructura Binaria

T _ T _
Sea (x;,x;) donde x; = (x;1, Ti2, ..., Tip) ¥ r; = (1,2, .., T;p) con Ty, xj, € (0,1)
d a; + 5@4
ij =
ay + day + Nas + a3)
donde
P p P P

al - E ]~Tz‘k:$]‘k:1 a2 — § Ilik:(],:tjk:l a?) - E ‘[$ik:11$jk:0 a’4 - I:cikzxjk:()

k=1 k=1 k=1 k=1

La naturaleza de las variables determinar la medida de similaridad.

Ejemplo 10

Ty T2 T3 Ty Tz Tg L7 T3 T9 L0

1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0

] 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0
CL1:2, CL2:3, a3:1, a4:4

usando Jaccard d;; %

Nombre Ol A Definicién

Jaccard 01 _w
aq + a9 —+ as

Tanimoto 112

Pareo Simple | 1 | 1
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Medidas de Distancia para Variables Continuas

Norma L, con r > 1

dij = |lzi — ;|
p 1/r
_ (z . |)
k=1
p
= | D (@ — w2
k=1

Al utilizar la norma L, es conveniente que las mediciones esten en la misma escala, si no
entonces estandarizamos

&7 = (z; —x — 3) Az — ;)

= [lzi — @l
1 1 P (i — xip)?
En particular si A = diag ( G g ) entonces d;j = Z (st—]k) que no depende
r1T] TpTp k=1 TkTk

de la escala de medida.

Ejemplo 11

r =2, norma Lo

Métrica x? para Comparar Filas o Columnas de una Tabla de Con-
tingencia

1 J p
1 T11 T Tip | 11
1 i1 Lij Tip | i
n|ry, ... Tnj - Tnp | Tn.
r1 ... i ... Zp X,
n p
Distribucién marginal de fila 4, i— donde z; = E Tij r = Tij
j i=1 j=1
Para columna j: — con z E Tij
Distribucién condicional de fila i: =L — | ==, ... = . =2

Para columna j: =2 — (—‘7 = =

e Yo
L.j L.j L.j L.j

P 2
Distancia entre la fila i; y la fila iy: d*(iy, i2) E s (—” - —2”)

=1 . Tiy. Tiy.

p 2
. . . X 1 Q;‘ . ‘T .
Distancia entre la columna j; v la columna jo: d? (J1,72) = E — (i - ﬂ)
=1 T.. J1 -J2

Coeficiente de Correlacion () como Medida de Similaridad

T

Sean x; = (zi1,...,%p) ¥ mJT = (2j1,...,%jp)

di; = S (i — &) (@, — T5)?
5 > Eon ) Co—n ]




Editado por Mauricio Zelaya Aguilar en www.write E'TEX.com

Clasificacion Automatica

1. Seleccionar medida de proximidad o distancia

2. Seleccionar algoritmo de conglomeracion

Algoritmos de Conglomeracién

De los algoritmos mas usuales estan los
1. Jerarquicos

a. Jerdrquicos conglomerativos (asociativos)

b. Jerarquicos divisivos (disasociativos)

2. De particion

Jerarquicos Conglomerativos

Parten con n conglomerados (cada observacién es un conglomerado).
Se unen los dos mas cercanos para formar (n — 1) conglomerados, se une hasta formar un

s6lo conglomerado conformado por X

Jerarquicos Divisivos

Parte de un sélo conglomerado que es X, se va dividiendo hasta tener n conglomerados

(conformados por cada observacién)

De Particion

11

Parte de un nimero preestablecido de conglomerados y se van intercambiando las observa-

ciones hasta optimizar algin puntaje.

Algoritmo Aglomerativo

1. Construir n grupos cada con uno con una observacién

2. Calcular la matriz de distancia D

3. Encontrar los conglomerados con la distancia més cercana

4. Unir en un sélo conglomerado los encontrados en 3

5. Calcular D restringida entre los grupos nuevos

Repetir 3,4, 5 hasta tener un sélo conglomerado formado por X

Distancia Utilizada Entre Dos Grupos
Sea P + ) que resulta de unir P y (). R otro grupo

d(R, P+ Q = 61d(R, P) + 62d(R, Q) + 05d(P, Q) + 84|d(R, P) — d(R, Q)|
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Nombre 01 02 03 04
Encadenamiento simple 1/2 1/2 0]-1/2
Encadenamiento completo 1/2 1/2 0] 1/2
Encadenamiento promedio 1/2 1/2 0 0
Encadenamiento promedio ponderado e e 0 0

nprj_ na nP'njL na npn
Centroide —r 9 e 0
np+ng np+ng (np+nQ)2
Mediana 1/2 1/2 /4| 0
Ward nr+np nR—l—nQ B nr 0
ng+np-+ng | ng+np+ng nr+np+ng

Ward .

np = Z I(z; € P)
i=1

Encadanamiento simple modificado d(R, P + Q) = min{d(P, R),d(Q, R)}

Encadanamiento completo modificado d(R, P + Q) = max{d(P, R),d(Q, R)}

Ejemplo 12

Sea

0
9 0
D=3 7 0
6 5 90
11 10 2 8 0
0
130
{790
8 56 0
Analisis de Discriminante
e Descriptivo
e Predictivo (el objetivo es clasificar observaciones en grupos ya conocidos)
Reglas de Clasificacion para Distribuciones Conocidas
Suponga que tenemos las poblaciones Il;; j = 1,. .., J y se tiene que clasificar una observacién

con z7 = (1, ..

la poblacion II;

.,Zp) a una de estas poblaciones. Regla discriminante es una separacién del
espacio muestral R” en conjuntos R; tal que si # € R; identificamos la observaciéon como de

Regla Discriminante de Maxima Verosimilitud (RDML)

Sea f;(x) la densidad de la poblacién II;. La RDML clasificara a x en II; si f;(z) es el

maximo de la verosimilitud, i.e.

Lj = fj(x)
= max f;(z)
En caso de que hayan varias se clasifican en cualquiera R; = {z :

L. J3i# )

Li(r) > Li(x);i
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Regla que Minimiza el Costo Esperado de la Mala Clasificacion
(ECM)

Suponga J = 2
pa1 = Pr(z € Ry|Ily)
= fi(z)dz
Ry
P12 = PI'(ZE < R1|H2)

= fo(z)dz
Ry

Las observaciones mal clasificadas crean un costo C(i|j): costo de asignarlos a R; dado que
es de II;, tenemos

11 11,
I, 0| ClL)
I, | C(1]2) 0

Suponga II; la probabilidad a priori de que pertenece a II;

ECM = C(2[1)pai 1l + C(12)p121l,
La regla que minimiza el ECM viene dado por
fi(z) (C(1|2)> (Hz)}
Ry=<x: > —
1 { f(x) = \C@1) ) \IL
filz) _ (C(2)

&:{x7%w<

Ejemplo 13
Sea IT; = N(p1,0}) y gy = N(ug,03)

fi(z) = (27mi2>_1/2€—1/2(”;7:‘i)2

x € Ry, luego
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Sipg < poy oy =o09=o0. xse clasifica en I1; si

3 5, 1 1
2 e __ < —
4x —|—2x 1 <2In2=1In4
3 1 1
Z—lx2+§x— <ln4+1) <0

32° 4+ 22 — (In256 +1) <0

s =4+4(3)(In256 + 1)
=4+ 12(In 256 + 1)
=24 /4 +12(In256 + 1)

6
| -185
) 1.18

T

Teorema 14

a. La RDML clasifica x a II; con j = 1,...,J cuando se minimiza la distancia al cuadrado
de Mahalanoubis entre x y p; con @ # j si 6%(x, p;) < 62(z, ;)

0 (x, py) = (x — )" S (@ — )

b. Enelcasode J =2, 2 € Ry <= o’ (x —p) > 0donde o’ = (p; — p)'S™" y pu=
1

5(#1 + p2)

Demostracién
b. z € Rysi(x—p)TS e — ) — (. — )" — p2) <0
Y — TSy S e iy T e T ey pd S e — Ty <0
=2 X 4 2 X ey B i — g X e <0
—2(p1 — p2) 'S A+ (1 — p2) T (g + pr2) <0

_ 1 _
(11 — o) 271 — 5 (= p2) "2 (g + pag) >0

(1 — pp) ™27 (%(m - m)) >0

sal(z—p)y >0 O

Regla Discriminante de Bayes

Sea II; la probabilidad a priori de que x pertenece a II;, 1 =1,...,J.
Clasificamos = como de II; si

I f; (z) = miaX{Hifi(x)}

Nota 15

IT; = 1/J luego la regla discriminante de Bayes es la RDML
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Probabilidades de Mala Clasificacion RML
Sea J = 2, recordar ol = (uy—u2)TS7, = fracl2(uy+pus), Iy = N(u1,2), Iy = N(p2, 2)
p12 = Pr(z € Ry|1ly)
= Pr(a’(x — p) > 0|I1)
Ry (i —p2)' 27! (33 - %(Hl + M2)> >0

1 _
Y > 5l = ) 2T g+ o)

1
RwOM—mVE*(w—;m+wﬂ>§0

1
ty < 5(#1 — pi2)" ST (p + p2)
y= (1 — )" S

= OéTI

Como y es combinacion lineal de x, entonces y ~ N

M1y = OéT,UI
= (1 — o) "7
Moy = OCT,U2

= (1 — p2)" S o
05 =al Yo
= (1 — p2)"STIEE T (g — po)
= (1 — p2) "5 (g1 — o)
= (= p2) 'S (i + pao)

Donde 62 es la distancia de Mahalanobis al cuadrado entre II; y II,

1
p12 = Pr (’y > 5(,“1 — MZ)TZA(/JI + :“2)|H2)

_ < %(:“1 — p2) TS (g + po) — (pa — ug)TZ_lm)
=(z> 5
=Pr (z > 2 (11— p12) "2 (s — #2)>

152
=P 2
r(z> 5)
)
=P < =
(:2-2)
)
_@(_5)

Clasificacion con Matrices de Covarianza Distintas

Suponga J = 2, II; = N(p1,%1), Iy = N(us, X2), las regiones de clasificacién son definidas
por funciones cuadraticas

Reglas Discriminantes en la Practica

Suponga los datos que provienen de IT; = N(p;, X) y tenemos J grupos con n; observaciones
cada uno.
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Estimacion de la Matriz de Covarianzas Comun
J S J
Sy = n;—2 n = n;
; Tn—J ; J

La regla empirica ML clasifica z a Tl; si j minimiza (v — ;)"S, (v — Z;)

Estimacion de la Probabilidad de Mala Clasificacion

~

Sea pia = pn = P 5 entonces 02 = (&, — 2)75 1 (z) — 7,)
Se puede utilizar el método de resustitucién para tener una aproximacién de la calidad de la
L
regla discriminante, estimando p;; con p;; = —~
U

n;: numero de observaciones en II;
n;;: nimero de observaciones de 1I; clasificado como de 1I;, la matriz (p;;) es llamada matriz
de confusion.



