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Resumo

A dinâmica topológica de inversões geométricas foi estudada em [6]. O espaço

de parâmetros das medidas de Markov com suporte no atrator do sistema é um

aberto de R3 folheado por superf́ıcies de ńıvel compactas definidas pela entro-

pia métrica: superf́ıcies isentrópicas [7]. Neste artigo abordaremos o aspecto

geométrico dessas superf́ıcies. Em particular, classificaremos suas geodésicas e

pontos umb́ılicos.
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Abstract

The topological dynamics of geometric inversions for studied in [6].

The control space of the supported Markov measurements is not

available from R3 clad by settlement surfaces defined by metric en-

tropy: isentropic surfaces [7]. In this paper we will cover the geomet-

ric aspect of surfaces. In particular, we will classify their geodesics

and umbilical points.
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1 Introdução

Em [7] são estudadas as superf́ıcies de ńıvel definidas pela en-

tropia métrica, essas superf́ıcies têm a forma:

−hv(σ)g(x, y, z) = (y − yz + z)[φ(x) + φ(1− x)]

+(1− z + xz)[φ(y)− φ(1− y)] (1)

+(1− xy)[φ(z)− φ(1− z)]

Para 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 e 0 ≤ z ≤ 1.

Note que hv(σ) indica a entropia métrica de σ. Em [7] é demon-

strado que 0 ≤ hv(σ) ≤ log(2).

A função g(x, y, z) é definida como segue:

g(x, y, z) = y(1− x− z) + xz + 2 (2)

A função φ(t) é definida da seguinte forma:

φ(t) =


0, se t = 0

t log t, se t 6= 0

(3)

Superf́ıcies isentrópicas caracterizam a entropia métrica de um

sistema dinâmico, por essa razão são importantes nesse campo de

estudo e isso nos motivou a caracterizar alguns aspectos geométricos

das mesmas, a t́ıtulo de informação esses aspectos foram as curvas

geodésicas e os pontos umb́ılicos. Após uma revisão bibliográfica

na área da geometria diferencial percebeu-se que, embora o estudo

de superf́ıcies parametrizadas já tenha bases fortes e consolidadas, o

mesmo não é observado com respeito às superf́ıcies dadas de forma
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impĺıcita, o fato dessas superf́ıcies estarem em foco na pesquisa mo-

tivou uma investigação mais profunda em busca de trabalhos ante-

riores com foco nessa área, os resultados obtidos foram elencados

em uma seção própria no presente artigo. Em virtude da pesquisa

não ser de cunho apenas teórico e apresentar resultados obtidos de

forma computacional, uma breve exposição acerca dos meios usados

foi realizada visando dar condições para o leitor obter os mesmos

resultados se dispuser de ferramentas adequadas. Com o avanço da

pesquisa as curvas geodésicas da superf́ıcie isentrópica foram obti-

das e, além disso verificamos a existência de pontos umb́ılicos na

superf́ıcie estudada ao analisarmos que a mesma atendia aos requi-

sitos de um teorema que assegura a existência de tais pontos.

2 Conceitos básicos

Seja f uma função real duas vezes diferenciável definida em um

aberto de R3. O gradiente ∇f , o Hessiano H(f) e o adjunto do

Hessiano H∗(f) de f são definidos da seguinte forma:

∇f = (fx, fy, fz)

H(f) =


fxx fxy fxz

fyx fyy fyz

fzx fzy fzz



H∗(f) =


fyyfzz − fyzfzy fyzfzx − fyxfzz fyxfzy − fyyfzx

fxzfzy − fxyfzz fxxfzz − fxzfzx fxyfzx − fxxfzy

fxyfyz − fxzfyy fyxfxz − fxxfyz fxxfyy − fxyfyx
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2.1 Curvaturas média e gaussiana

Suponha que 0 é um valor regular de f e seja S := f−1(0).

Assumiremos ainda, que S não possui pontos umb́ılicos.

A curvatura média de S é dada por [3, Theorem 4.3]:

KM =
∇f ·H(f) · ∇fT − |∇f |2 · tr(H(f))

2|∇f |3
.

Além disso, a curvatura gaussiana pode ser avaliada da seguinte

forma [3, Theorem 4.1]:

KG =
∇f ·H∗(f) · ∇fT

|∇f |4
.

Em particular, as curvaturas principais são dadas por

k1, k2 = KM ±
√
K2

M −KG.

2.2 Linhas de curvatura

Analogamente à sessão anterior, suponha que 0 é um valor reg-

ular de f e seja S := f−1(0). Assumiremos ainda, que S não possui

pontos umb́ılicos. Para caracterizar as linhas de curvatura numa

superf́ıcie nós usaremos o seguinte teorema apresentado em [1, The-

orem 3.1]:

Teorema 2.1. Uma condição necessária e suficiente para que uma

curva em uma superf́ıcie seja uma linha de curvatura é que as nor-

mais à superficie ao longo da curva gerem uma superf́ıcie desen-

volv́ıvel.

Antes de fornecermos uma interpretação para o teorema ante-

rior vamos introduzir a seguinte notação: (u,v,w) = 〈u × v,w〉.
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Então, seja α(s) uma curva parametrizada por comprimento de arco

e que pertença à superf́ıcie, para que essa curva seja uma linha de

curvatura, segundo o teorema 2.1, ela deve obedecer à seguinte ex-

pressão que caracteriza a superf́ıcie desenvolv́ıvel gerada pelos ve-

tores normais ao longo da curva α:

(α′,n,n′) = 0 (4)

Onde n denota o vetor normal à superf́ıcie dado por n = ∇f
|∇f | ,

o sobrescrito ′ significa a derivação com respeito ao parâmetro s.

Usando a regra do quociente para derivação de funções, a expressão

para a derivada do vetor n fica:

dn

ds
=

1

|∇f |2

(
d(∇f)

ds
|∇f | − ∇f d(|∇f |)

ds

)
=

1

|∇f |

(
d(∇f)

ds
− ∇f
|∇f |

d(|∇f |)
ds

)

dn

ds
=

1

|∇f |

(
d(∇f)

ds
− d(|∇f |)

ds
n

)
⇒ n′ =

1

|∇f |
[(∇f)′ − (|∇f |)′n]

Substituindo a expressão para n na equação (4), obtemos:

(α′,n,n′) =
1

|∇f |
(α′,n, (∇f)′−(|∇f |)′n) =

1

|∇f |
(α′,n, (∇f)′) =

1

|∇f |2
(α′,∇f, (∇f)′) = 0

(α′,∇f, (∇f)′) = 0

A partir do que foi desenvolvido anteriormente obtemos a equação

diferencial das linhas de curvatura de uma superf́ıcie dada implici-

tamente, essa equação diferencial pode ser escrita como:

Ω1(x
′, y′, z′) = (α′,∇f, (∇f)′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x′ y′ z′

fx fy fz

f ′x f ′y f ′z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (5)
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2.2.1 Direções principais

A fim de determinar as direções principais em cada ponto da

superf́ıcie f(x, y, z) = 0 devemos primeiro notar que a equação (5)

pode ser expandida em uma equação quadrática nas variáveis x′, y′,

z′ como segue:

Ω1(x
′, y′, z′) =

(
x′ y′ z′

)
A B C

B D E

C E F




x′

y′

z′


= A(x′)2 + 2Bx′y′ + 2Cx′z′ +D(y′)2 + 2Ey′z′ + F (z′)2 (6)

Em que os coeficientes A, ..., F são funções polinomiais resul-

tantes de combinações das derivadas de f(x, y, z) com relação às

variáveis x, y e z, de forma que:

A = fyfzx − fzfyx

B =
fzfxx − fxfzx + fyfzy − fzfyy

2

C =
fyfzz − fzfyz + fxfyx − fyfxx

2

D = fzfxy − fxfzy

E =
fxfyy − fyfxy + fzfxz − fxfzz

2

F = fxfyz − fyfxz

Agora usaremos o fato de que o vetor tangente α′ = (x′, y′, z′) a

cada ponto das linhas de cuvatura é perpendicular ao vetor normal
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desse ponto, isso se traduz por:

Λ2(x
′, y′, z′) = ∇f · α′ = fxx

′ + fyy
′ + fzz

′ = 0 (7)

Portanto, α′ = (x′, y′, z′) satifaz as equações:


Ω1(α

′) = 0

Ω2(α
′) = 0

(8)

Considerando que f(x, y, z) = 0 é uma superf́ıcie regular, ou seja,

∇f 6= 0. Sem perder a generalidade podemos considerar que fz 6= 0,

isolando z′ em Ω1(α
′) = 0 e substituindo em Ω2(α

′) = 0, obtemos:

Ω3(x
′, y′) = (Af2z−2Cfxfz+Ff

2
x)(x′)2+2(Bf2z−Cfyfz−Efxfz+Ffxfy)x′y′

+(Df2z − 2Efyfz + Ff2y )(y′)2 = 0 (9)

Por comodidade podemos reescrever os coeficientes da equação

(9) como U , V , W :

U = Af2z − 2Cfxfz + Ff2x

V = 2(Bf2z − Cfyfz − Efxfz + Ffxfy)

W = Df2z − 2Efyfz + Ff2y

A equaçao (9) pode ser reescrita da forma:

Ω3(x
′, y′) = U(x′)2 + V x′y′ +W (y′)2 = 0 (10)

O discriminante da equação (10) é ∆ = V 2 − 4UW . O referido

discriminante pode ser usado para avaliar os pontos umb́ılicos da
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superf́ıcie, de acordo com [1, Theorem 3.3]:

Teorema 2.2. Dado um ponto p = (x, y, z) ∈ f(x, y, z) = 0:

(1) p é um ponto não umb́ılico se, e somente se ∆ > 0.

(2) p é um ponto umb́ılico se, e somente se ∆ = 0.

Em [1, Corollary 3.4] é demonstrado que para ∆ ≥ 0 as direções

principais têm a forma:

(1) Para U 6= 0 ou W 6= 0. Supondo U 6= 0. A equação (8) é

resolvida para a variável x′, note que a escolha de resolver para x′

foi arbitrária, pois, também podeŕıamos resolver para y′. Obtemos

o seguinte resultado:

x′i =
−V ±

√
V 2 − 4UW

2U
, onde i = 1, 2

Como consideramos anteriormente que fz 6= 0 expressaremos as

direções principais como função de fz, note que as direções principais

também têm de satisfazer a equação (5), dessa forma as direções

principais ficam:

Ti = (x′ifz, fz,−x′ifx − fy)

Perceba que os vetores Ti descritos acima satisfazem as equações

(4) e (5) e, portanto, são direções principais em um ponto (x, y, z)

da superf́ıcie f(x, y, z) = 0.

Para x′1 = −V+
√
V 2−4UW
2U , temos:

T1 =
[
(−V +

√
V 2 − 4UW )fz, 2Ufz, (V −

√
V 2 − 4UW )fx − 2Ufy

]
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Para x′2 = −V−
√
V 2−4UW
2U , temos:

T2 =
[
(−V −

√
V 2 − 4UW )fz, 2Ufz, (V +

√
V 2 − 4UW )fx − 2Ufy

]

(2) Para U = 0 e W = 0 devemos ter que x′ = 0 ou y′ = 0. Se

x′ = 0, teremos:

T1 = (0, fz,−fy)

T2 = (fz, 0,−fx)

Denotando as direções principais por Ti = (X,Y, Z), i = 1, 2. A

equação diferencial das linhas de curvatura de superf́ıcie f(x, y, z) =

0 pode ser escrita como:

x′

X
=
y′

Y
=
z′

Z

2.2.2 Pontos umb́ılicos para uma superf́ıcie dada de

maneira impĺıcita

Nesta seção apresentamos um teorema mais viável na prática de

determinação do pontos umb́ılicos de uma superf́ıcie dada implicita-

mente, segundo [1, Theorem 6.1].

Teorema 2.3. Dado um ponto p = (x, y, z) ∈ f(x, y, z) = 0:

(1) p é um ponto umb́ılico se, e somente se U = V = W = 0.

(2) p é um ponto não umb́ılico se, e somente se um dos coeficientes

U , V , W for diferente de zero.

2.3 Geodésica

A fim de determinar uma curva geodésica para uma superf́ıcie

dada de forma impĺıcita por f(x, y, z) = 0 partiremos do conceito de

9



curvatura geodésica. A figura a seguir ilustra os vetores curvatura

em um superf́ıcie genérica.

Figure 1: Curvaturas

Fonte: Os autores

Na Figura 1, t é o vetor tangente unitário à curva C no ponto P,

n é o vetor normal unitário à curva C no ponto P, N é o vetor normal

unitário à superf́ıcie S. O vetor curvatura k pode ser expresso pela

soma dos vetores kn e kg que são respectivamente, o vetor curvatura

normal e o vetor curvatura geodésica, kn é a componente na direção

normal à superf́ıcie e kg é a componente na direção perpendicular à

t. Definamos um vetor unitário u perpendicular à t e pertencente

ao plano tangente à superf́ıcie, algebricamente temos u = N × t.

Note que a componente do vetor curvatura na direção de u é o vetor

curvatura geodésica, logo,

kg = (k · u)u

A função escalar κg = k · u é chamada de curvatura geodésica

da curva C no ponto P. Note que k = dt
ds e u = N × t, portanto,

podemos expressar a curvatura geodésica como:

κg =
dt

ds
· (N× t) (11)

De posse do conceito de curvatura geodésica podemos determinar
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as curvas geodésicas, tais objetos geométricos são caracterizados por

serem curvas regulares cuja curvatura geodésica é nula. Considere-

mos uma curva parametrizada por comprimento de arco r = r(s) ou

x = x(s), y = (s), z = z(s) em uma superf́ıcie dada impĺıcitamente

f(x, y, z) = 0. Usando a equação (7) com t = (x′, y′, z′), dt
ds =

(x′′, y′′, z′′), N = ∇f
|∇f | , obtemos a seguinte expressão para a cur-

vatura geodésica de uma curva parametrizada por comprimento de

arco na superf́ıcie dada implicitamente por f(x, y, z) = 0 :

κg =
(y′z′′ − z′y′′)fx + (z′x′′ − x′z′′)fy + (x′y′′ − y′x′′)fz√

f2x + f2y + f2z

Fazendo κg = 0, obtemos:

(y′z′′ − z′y′′)fx + (z′x′′ − x′z′′)fy + (x′y′′ − y′x′′)fz = 0 (12)

O vetor tangente e o vetor curvatura são ortogonais, logo,

x′x′′ + y′y′′ + z′z′′ = 0 (13)

A terceira equação é obtida se atentarmos para o fato de que

a geodésica é uma curva que deve ser percorrida com velocidade

constante, ou seja, a aceleração é nula, no caso da superf́ıcie dada

implicitamente isso se traduz por d2f
ds2

= 0, consequentemente:

fxx(x′)2+fyy(y′)2+fzz(z
′)2+2(fxyx

′y′+fyzy
′z′+fxzx

′z′)+fxx
′′+fyy

′′+fzz
′′ = 0

(14)

Resolvendo simultaneamente as equações (8) a (10) para as variáveis

(x′′, y′′, z′′) e supondo que a expressão (z′fy−y′fz)2+(x′fz−z′fx)2+

(y′fx − x′fy)2 não se anula, obtemos:
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x′′ =
(x′fz − z′fx)z′ + (x′fy − y′fx)y′

(z′fy − y′fz)2 + (x′fz − z′fx)2 + (y′fx − x′fy)2
Λ

y′′ =
(y′fz − z′fy)z′ + (y′fx − x′fy)x′

(z′fy − y′fz)2 + (x′fz − z′fx)2 + (y′fx − x′fy)2
Λ (15)

z′′ =
(z′fy − y′fz)y′ + (z′fx − x′fz)x′

(z′fy − y′fz)2 + (x′fz − z′fx)2 + (y′fx − x′fy)2
Λ

Onde Λ = fxx(x′)2 + fyy(y′)2 + fzz(z
′)2 + 2(fxyx

′y′ + fyzy
′z′ +

fxzx
′z′). Esse sistema de equações diferencias de segunda ordem

pode ser reescrito como um sistema de seis equações independentes

de primeira ordem:

x′ = p

y′ = q

z′ = r

p′ =
(pfz − rfx)r + (pfy − qfx)q

(rfy − qfz)2 + (pfz − rfx)2 + (qfx − pfy)2

q′ =
(qfz − rfy)r + (qfx − pfy)p

(rfy − qfz)2 + (pfz − rfx)2 + (qfx − pfy)2

r′ =
(rfy − qfz) + (rfx − pfz)p

(rfy − qfz)2 + (pfz − rfx)2 + (qfx − pfy)2

2.4 Ferramentas computacionais utilizadas

Para a obtenção da curva geodésica pretendida fizemos uso do

software Wolfram Mathematica, originalmente idealizado por Stephen

Wolfram e desenvolvido constantemente pela empresa Wolfram Re-

search. O software implementa um sistema de álgebra computa-

cional. O software é pago mas fornece uma licença de avaliação
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válida por 15 dias. Em certo momento também foi necessário o uso

de um algoritmo na linguagem de programação Python, nessa etapa

fizemos uso do IDLE que consiste em um ambiente de desenvolvi-

mento integrado para Python.

3 Metodologia

Implementamos o sistema de equações diferenciais expresso em

(11) no ambiente do Mathematica, no entanto ainda foi preciso de-

terminar as condições iniciais para que o algoritmo tivesse êxito. As

condições necessárias foram um ponto pertencente à superf́ıcie e um

vetor tangente à superf́ıcie nesse mesmo ponto, essas condições se

fizeram necessárias pois o sistema contém equações diferenciais or-

dinárias de segunda ordem que carecem de duas condições iniciais

para serem resolvidas.

Para determinar um ponto pertencente à superf́ıcie atribuimos

valores arbitrários para duas variáveis, dentro do domı́nio das mes-

mas obviamente, e obtivemos uma equação apenas em uma váriável,

as ráızes dessa equação nos forneceram as coordenadas necessárias

para determinar dois pontos pertencentes à superf́ıcie, escolhemos

um deles ao acaso para solucionar o sistema de equações diferenci-

ais. Para determinar um vetor tangente no referido ponto obtivemos,

usando o Mathematica, a expressão para o gradiente da superf́ıcie

analisada e substituimos as coordenadas do ponto determinado na

etapa anterior, de posse desse vetor normal e de um ponto procede-

mos com a determinação da equação do plano tangente à superf́ıcie,

a partir da equação do plano tangente atribuimos valores a duas

variáveis e determinamos o vetor tangente pretendido. A t́ıtulo de
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informação, as coordenadas do ponto, P , e do vetor tangente, u, são:

P = (0.5, 0.5, 0.07707507272443487)

u = (0.44116569384036164, 0.8823313876807233,−0.16390287639868117)

A Figura 2 mostra a interface do software Wolfram Mathemat-

ica 11.2 com a implementação do código para determinar a curva

geodésica.

Figure 2: Implementação do código

Fonte: Interface do Wolfram Mathematica 11.2

Após obetermos a solução do sistema de equações diferenciais

abordado usamos os comandos ContourPlot3D, ParametricPlot3D

e Show para plotar a superf́ıcie e a curva geodésica. Na Figura 3

encontra-se o trecho de código usado.

Figure 3: Código de visualização

Fonte: Interface do Wolfram Mathematica 11.2

A linguagem de programação Python foi usada na etapa de de-

terminação do ponto pertencente à superf́ıcie. Implementamos um
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cóidgo simples do método da bissecção para detarminar as ráızes da

equação obtida ao atribuirmos valores a duas variáveis na equação

(12) o que resultou em uma equação em uma só variável.

4 Resultados e discussões

A seguir encontram-se os resutados obtidos para as geodésicas da

superf́ıcie em foco no presente estudo. O software usado para plotar

o gráfico da superf́ıcie dada pela equação (12) foi o Mathematica 11.2

da companhia Wolfram Research, o gráfico em questão foi plotado

com hv(σ) = 0.24, na Figura 3 encontra-se o referido gráfico.

Figure 4: Superf́ıcie dada pela equação (12)

Fonte: Mathematica Wolfram 11.0

As curvas geodésicas obtidas encontram-se plotadas na Figura 5.

Fonte: Mathematica Wolfram 11.2

Na Figura 6 é posśıvel observar a geodésica obtida de forma mais

detalhada.
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Figure 5: Geodésica da superf́ıcie dada pela equação (12)

Figure 6: Detalhe da geodésica da superf́ıcie dada pela equação (12)
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Fonte: Mathematica Wolfram 11.2

No decorrer da pesquisa avaliamos o discriminante da equação

(6), a expressão para o discriminate em questão é bastante extensa

e, portanto, optou-se pela omissão da mesma no presente trabalho,

no entanto, ela é facilmente obtida usando-se algum software de

álgebra computacional. Para analisar a continuidade desse discrim-

inante, que trata-se de uma função de três variáveis, vamos analisá-

lo da seguinte forma, usaremos o fato dele ser dado por produtos e

quocientes de determinadas funções e analisaremos a continuidade

dessas funções separadamente como segue abaixo:

(a) A função dada pela equação (2) aparece diversas vezes em

denominadores da expressão analisada, trata-se de um polinômio e,

portanto, é cont́ınua, note também que essa função é estritamente

positiva no domı́nio especificado o que implica que não há restrições

sobre a mesma estar no denominador.

(b) Outras funções observadas são polinômios nas variáveis x, y

e z e como já citado, são funções cont́ınuas.

(c) As outras funções observadas na expressão são a φ, definida

por (3), e suas derivadas, por definição a função φ é cont́ınua e

agora nos resta analisar a continuidade de sua derivada, é fácil ver

que a derivada da função φ não existe no ponto 0, vale lembrar que

no discriminante a derivada de φ é avaliada nas variáveis x, y e z e

também nas expressões 1−x, 1−y e 1−z, logo, ela é descont́ınua nos

extremos do intervalo que corresponde ao domı́nio dessas variáveis.

Note que, se x ∈ (0, 1), y ∈ (0, 1) e z ∈ (0, 1) o discriminante é

cont́ınuo, além disso o valor mı́nimo assumido nesses intervalos de

domı́nio é negativo e o valor máximo é positivo, logo, esse discrim-

inante se anula em pelo menos um ponto da superf́ıcie, portanto, a
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superf́ıcie possui pelo menos um ponto umb́ılico.

5 Considerações finais

Neste artigo obtemos as curvas geodésicas da superf́ıcie isentrópica

dada pela equação (12), foi posśıvel notar que a curva geodésica

não se fecha sobre si mesma e continua envolvendo a superf́ıcie,

também foi posśıvel comprovar, por meio da análise do discrimi-

nante da equação (6), que a superf́ıcie objeto de estudo possui pontos

umb́ılicos.

Deixamos como sugestão para futuras pesquisas a obetenção das

linhas de curvatura e dos pontos umb́ılicos da superf́ıcie, sugerimos

também que a tentativa de parametrizar localmente a superf́ıcie na

vizinhança dos pontos umb́ılicos a fim de classificá-los.
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